Curso de Apoyo en Matemática
Ecuaciones Polinómicas y Racionales

Ecuaciones Polinómicas 

Ya hemos estudiado ecuaciones del tipo:

  a x + b  = 0     a ( 0     (ecuaciones lineales)

a x2 + b x + c  = 0      a ( 0     (ecuaciones cuadráticas)

Estas ecuaciones son casos particulares de ecuaciones de carácter más general, las llamadas ecuaciones polinómicas.

Para estudiar estas ecuaciones será necesario introducir previamente algunos conceptos.

Polinomios

Llamamos polinomio a toda expresión de la forma

an xn + an-1 xn-1 + ... + a1 x  +  a0 
donde   n ( N0    y   an , an-1 ,  ...  , a1 ,  a0   son números reales, que denominamos coeficientes.

El polinomio cuyos coeficientes son todos ceros recibe el nombre de polinomio nulo.

Si  an ( 0 , decimos que el polinomio tiene grado n y  an  es el coeficiente principal. El coeficiente  a0  recibe el nombre de término independiente.

El polinomio nulo carece de grado.

Ejemplo:   4 x5 + 3 x4 - 2 x3 - 
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x + 1    es un polinomio

	Coeficientes
	(
	4 , 3 , -2 , 0 , -
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	Grado
	(
	5

	
	
	

	Coeficiente principal
	(
	4

	
	
	

	Término independiente
	(
	1


Es posible asociar a cada polinomio      an xn + an-1 xn-1 + ... + a1 x  +  a0      una única función         p: R ( R   definida por    p(x) =  an xn + an-1 xn-1 + ... + a1 x  +  a0   , y recíprocamente, a cada función de esta forma es posible asociar un polinomio. Llamamos a la función p(x), función polinómica.

Bajo esta identificación hablamos indistintamente de polinomios o funciones polinómicas.

Operaciones con Polinomios

A continuación mostraremos como se pueden realizar las operaciones básicas de suma, resta, multiplicación y división entre polinomios.

Suma:  

Calculamos la suma de los polinomios   p(x)  =  3 x2 + 2 x + 1   y    q(x)  =  5 x3 - 7 x + 8 .

Una forma práctica de realizar esta operación es ordenar los polinomios y escribir uno debajo del otro. Si falta algún término intermedio en algún polinomio, lo completamos escribiendo dicho término con coeficiente 0.


p(x)
=
0 x3 
+ 3 x2 
+ 2 x 
+  1


+


q(x)
=
5 x3 
+ 0 x2 
- 7 x
+  8



p(x) + q(x)
=
5 x3 
+ 3 x2 
- 5 x
+  9

Resta:  

Calculamos ahora la resta de los polinomios   p(x) = x5 + 2 x4 - 7 x3 + 8  y  q(x) = x5 + 5 x4 - 4 x2 + 5.

Como antes para operar es conveniente ordenar los polinomios y escribir uno debajo del otro.


p(x)
=
x5 
+ 2 x4 
- 7 x3 


+ 8  



–


q(x)
=
x5 
+ 5 x4 

- 4 x2 

+ 5 




p(x) – q(x)
=

- 3 x4 
- 7 x3
+ 4 x2 
+ 3

Observemos que obviamos los términos con coeficiente nulo, siempre supondremos que los términos faltantes tienen coeficiente 0.

El resultado de la suma o la resta de dos polinomios puede ser el polinomio nulo o tener grado menor o igual que el del polinomio de mayor grado que estamos sumando o restando.

grado (p ( q)  (  máx (grado p , grado q)

Producto:  

Para calcular el producto de dos polinomios multiplicamos cada uno de los términos de un polinomio por cada uno de los términos del otro y sumamos. Para multiplicar los polinomios      p(x)  =  7 x3 - 5 x + 2    y    q(x)  =  2 x2 + 5 x - 1  , una disposición práctica es la siguiente:



7 x3 
- 5 x
+ 2  



x



2 x2 
+ 5 x
- 1 






- 7 x3

+ 5 x
- 2



35 x4

- 25 x2 
+ 10 x  


14 x5

- 10 x3
+ 4 x2



14 x5
+ 35 x4
- 17 x3
- 21 x2
+ 15 x
- 2
Observemos que cuando se multiplican dos polinomios no nulos el resultado es un polinomio cuyo grado es igual a la suma de los grados de los polinomios factores.

grado (p . q)  =  grado p  +  grado q

División:  

Recordemos que para números enteros podemos realizar el algoritmo de Euclides para la división, así, si queremos dividir  7  por  4  obtenemos



Dividendo
7
4
divisor


Resto
3
1
cociente

Se verifica que   7 = 4 . 1 + 3  , y el resto es siempre menor que el divisor.

Es posible realizar la división de polinomios en forma análoga a ésta.

Ejemplo:  Hallar el cociente y el resto de la división entre   a(x) = 8 x4 + 6 x3 - 4    y    b(x) = 2 x2 . 



8 x4
+ 6 x3
- 4
    2 x2   


+


4 x2
+ 3 x

- 8 x4



0 x4
+ 6 x3
- 4


+



-  6 x3




   0 x3
- 4   

cociente: q(x)  =  4 x2  + 3 x
resto: 
 r(x)  =  - 4

Ejemplo:  Hallar el cociente y el resto de la división entre      a(x) = - 4 x3 + 3 x2 +6 x4 - 5      y    b(x) = - x + 2 x2 . 


6 x4
-   4 x3
+ 3 x2
+ 0 x
- 5
  2 x2  -  x 


+
- 6 x4
+  3 x3



 3 x2
- 
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-  x3
+ 3 x2
+ 0 x
- 5


+
   x3
- 
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+
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cociente: q(x)  =  3 x2
- 
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resto: 
 r(x)  =  
[image: image12.wmf]4

5

 x - 5

Observaciones: 

1.-   Antes de realizar una operación es conveniente ordenar y completar el polinomio dividendo y el polinomio divisor.

2.-   El resto de una división puede ser el polinomio nulo, o en caso contrario, el grado del resto es menor que el grado del divisor.




a(x)
b(x)




r(x)
q(x)

a(x)   =   b(x) . q(x)  +  r(x)

donde    r(x) = 0     o       grado r < grado b
Ejercicio 1 :  Dados los siguientes polinomios

a(x) =  - 3 x8 + 5 x3 - 7 x5 + 3 x6 

b(x) =  4 x2 + 3 x5 - 6 x - 4 x4 

c(x) =  2 x5 + 3 x3  

d(x) =  3 

Efectuar las siguientes operaciones

a) ( a(x) + b(x) ) . c(x)

b) b(x) - d(x) . c(x)

c) a(x) - ( c(x) )2 

Ejercicio 2 :  Hallar el cociente y resto de la división entre   a(x)  y  b(x)

a) a(x)  =  2 x7 + 3 x6 + 18 x3 + 29 x + 10



b(x)  =  2 x2 + 3 x 

b) a(x)  =  2 x5 + 8 x3 - x6 



b(x)  =  x2 + 2 x
Ejercicio 3 : ¿Es cierto que existe un polinomio  k(x)  tal que

6 x6 - 9 x4 + 10 x2 - 15 = k(x) (2 x2 - 3)     ?.

Raíces de un Polinomio - Ecuaciones Polinómicas

Un número  a  es una raíz de un polinomio   p(x)   si el polinomio se anula para ese valor. Es decir,   x = a   es raíz de   p(x)  sí y sólo sí   p(a) = 0.

Ejemplo:    x = 1   es raíz de    p(x)  =  x5 - x3   , puesto que   p(1) = 15 - 13  =  0  . También    x = -1   es raíz de   p(x)  , porque     p(-1) = (-1)5 - (-1)3  = 0  . Pero   x = 2   no es raíz de   p(x)  , ya que   p(2) = 25 - 23  = 24 ( 0

Denominamos ecuación polinómica a toda ecuación de la forma   p(x) = 0  ,  donde  p(x)  es un polinomio. Resolver una ecuación polinómica es hallar los valores de  x  que anulan el polinomio; es decir, equivale a encontrar sus raíces.

Divisibilidad de Polinomios

Si al realizar la división entera entre   a(x)  y  b(x)   el resto es nulo, decimos que   a(x)   es divisible por   b(x) , o que   b(x)   divide a   a(x)  . En este caso, podemos expresar a   a(x)   como 

a(x)  =  b(x) . q(x) .

Ejemplo:  Aplicando el algoritmo de la división se obtiene que:

20 x5 + 7 x4 - 3 x3 - 24 x2 + 6 x  =  (5 x3 + 3 x2 - 6) . (4 x2 - x)

luego      4 x2 - x     
divide a    20 x5 + 7 x4 - 3 x3 - 24 x2 + 6 x    

y         5 x3 + 3 x2 - 6
divide a    20 x5 + 7 x4 - 3 x3 - 24 x2 + 6 x    

Observemos que aplicando el algoritmo de Euclides para dividir un polinomio  p(x)  por   (x - a)   obtenemos

p(x)  =  (x - a) . q(x)  +  r(x)

donde  r(x) = 0     o     grado r(x) < grado (x - a) = 1   , es decir  r(x)  es una constante   

p(x)  =  (x - a) . q(x)  +  r

Si  a  es raíz de  p(x) , entonces

0 =  p(a)  =  (a - a) . q(a)  +  r  =  r

es decir,    r  =  0.

Luego, si  a  es raíz del polinomio  p(x)  el resto de la división entre  p(x)  y   (x - a)   es  0  ; es decir,  (x - a)  divide a  p(x).

Regla de Ruffini

Cuando tenemos que dividir un polinomio  p(x)  por uno de la forma  (x - a) , es conveniente utilizar la llamada regla de Ruffini.

	División convencional
	Regla de Ruffini

	
             3 x3 + 7 x2 + 6 x -1              x + 2

  +      - 3 x3 - 6 x2                                    3 x2 + x + 4

                        x2  + 6 x -1 

  +                 - x2  -  2 x

                                4 x -1         

  +                         - 4 x -8

                                     - 9         

cociente: q(x) = 3 x2  + x - 9

 resto:        r(x) =  - 9


	
                  3       7       6       - 1  

  -2                    - 6    - 2       - 8

                  3       1       4       - 9    

cociente: q(x) = 3 x2  + x - 9

resto:        r(x) =  - 9


Observaciones:

1.-  Para aplicar la regla de Ruffini es indispensable ordenar y completar el polinomio dividendo.

2.-  El grado del polinomio cociente, es una unidad menor que el grado del polinomio dividendo.

Ejercicio 4 : 

a)  Hallar el resto de la división de los polinomios    a(x) = x3  + 2 x + 12    y    b(x) = x - 2

b)  Idem al anterior pero ahora  tomando como divisor   c(x)  =  x + 2

c)  Indicar si  a(x)  es divisible por  b(x)  o por  c(x) .

Ejercicio 5 : Hallar el cociente y el resto de la división para los siguientes pares de polinomios.

a)  a(x) = x6  + 4 x5 - 7 x3  - 4     ,    b(x) =  x + 1

b)  a(x) = - 2 x5  - 4 x4 - x3  - 8    ,    b(x) =  x + 2

Factorización de Polinomios

Analicemos una de las consecuencias del siguiente hecho: si  a  es raíz de un polinomio  p(x)  entonces   p(x) = (x - a) q(x)

Consideremos    p(x) = x3 -  x2 - 14 x + 24   .

Como     p(2) = 8 - 4 - 28 + 24 = 0    entonces  2  es una raíz de   p(x)   y     p(x) = (x - 2) q(x)  . Si aplicamos la regla de Ruffini para calcular  q(x)  obtenemos:

q(x)  =  x2  + x - 12

cuyas raíces podemos calcular como hemos visto anteriormente, y son    x1 = 3  ,   x2 = - 4  . Luego, podemos expresar a  q(x)  como sigue

q(x) = (x - 3) (x + 4)

Luego

p(x) = (x - 2) (x - 3) (x + 4)

Ejemplo: Hallar las raíces del polinomio    p(x) = x5 - x3
En la página 95 comprobamos que  1  y  -1  son raíces de  p(x) , entonces    

p(x) = x3 (x - 1) (x + 1)

Los casos antes analizados nos muestran la conveniencia de expresar un polinomio, mediante productos de polinomios de menor grado. Este proceso se denomina factorización. Este procedimiento es útil para hallar las raíces de un polinomio, ya que es más sencillo encontrar las raíces de cada factor que las raíces del polinomio original.

A veces ocurre, que en un polinomio  p(x)  la variable  x  aparece en todos los términos, en estos casos resulta conveniente extraer factor común.

Ejemplos:  

p(x)  =  7 x5 + 5 x4 + x3  =  x3 (7 x2 + 5 x + 1) 

q(x)  =  2 x4 - 6 x3 + 4 x2  =  2 x2 (x2 - 3 x + 2)

r(x)  =  - 4 x7 - 8 x3 + 4 x2 + 16 x  =  4 x (- x6 - 2 x2 + x + 4)

Observemos que el procedimiento consiste en:

· extraer la variable  x  de cada término elevada a la menor de sus potencias

· extraer un número que es factor de todos los coeficientes.

Siempre podemos controlar que el producto que obtuvimos es correcto aplicando la propiedad distributiva.

Recordemos que una diferencia de cuadrados puede escribirse como producto.

	a2 - b2  =  (a - b) (a + b)



Ejemplos:

p(x)  =  x2 - 25  =  (x - 5)  (x + 5)

q(x)  =  x4 - 9 x2   =  (x2)2  - (3 x)2  =  (x2 - 3 x)  (x2 + 3 x)

r(x)  =   x2 - 6  =  x2 - 
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Notar que todo número positivo es el cuadrado de su propia raíz cuadrada.

Algunos polinomios presentan una estructura que nos permite formar grupos de igual cantidad de términos y sacar factor común en cada uno de esos grupos. Una vez hecho esto, aparece un nuevo factor común en todos los grupos. El término técnico de este procedimiento es extracción de factor común por grupos.

Ejemplos:
p(x)  =  7 x5 - 5 x4 + 14 x - 10 
=  (7 x5 - 5 x4) + (14 x - 10)  =  


=  x4 (7 x - 5)  +  2 (7 x - 5)  =  


=  (x4 + 2) (7 x - 5)

q(x)  =  x7 + 3 x3 + 3 x8 + x2 - 2 x5 - 2
=  (3 x8 + x7 - 2 x5)  +  (3 x3 + x2 - 2)  =  


=  x5 (3 x3 + x2 - 2)  +  (3 x3 + x2 - 2)  =


=  (x5 + 1) (3 x3 + x2 - 2)    

Analicemos el resultado de elevar un binomio al cuadrado

	(x + 3)2  =  (x + 3) (x + 3)
	(x - 3)2  =  (x - 3) (x - 3)

	(x + 3)2  =  x2 + 6 x + 9
	(x - 3)2  =  x2 - 6 x + 9


Al desarrollar   (x + 3)2    obtuvimos tres términos:

· en uno aparece el cuadrado de  x,

· en otro aparece  9  que es el cuadrado de  3,

· y en otro aparece  6 x  que es el doble del producto entre  x  y  3.

Al desarrollar   (x - 3)2   , obtenemos una expresión similar donde la única diferencia está en el término del doble producto, que aparece restando.

Generalizando estos resultados para el cuadrado de cualquier binomio:

	(a + b)2  =  a2 + 2 a b + b2


	
	(a - b)2  =  a2 - 2 a b + b2




A las expresiones en el miembro derecho de los recuadros se las denomina trinomio cuadrado perfecto.

Ejemplos:  

p(x)  =  x2 - 10 x + 25 
=  x2 - 2 . 5 x + 52  =   (x - 5)2
q(x)  =  9 x4 + 36 x2 + 36  =  (3 x2 )2 + 2 . 3 x2 . 6 + 62   =  (3 x2 + 6)2  

r(x)  =  x2 - x + 0,25  =  x2 - 2 . 
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Ejercicio 6 : Expresar los siguientes polinomios como productos:

a(x)  =  3 x3 - 12 x 
b(x)  =  6 x6 - 54 x2 
c(x)  =  x3 - x2 + x - 1

d(x)  =  3 x4 - 6 x2 - 9 x - 6

e(x)  =  4 x2 + 4 x + 1

f(x)  =  3 x6 - 2 x5 + 9 x4 - 3 x2 + 12 x - 9

g(x)  =  2 x5 - 32 x 

h(x)  =  25 x6 + 20 x3 + 4

Ejercicio 7 : Hallar todas las raíces de los polinomios del ejercicio anterior.

Ejercicios de Aplicación

Ejercicio 8 : El polinomio   p(x) =  x4 - a x3 + b x2   tiene como raíces   x = 3   y   x = - 1  . Hallar los valores de  a  y  b.
Ejercicio 9 : Hallar todas las raíces de los siguientes polinomios sabiendo que  r  es una de ellas:

a) a(x)  =  x4 - x3 + 3 x2 - 3 x
,
r = 1

b) b(x)  =  x3 - 3 x2 - 2 x - 8
,
r = 4

c) c(x)  =  2 x3 + 6 x2 + 2 x + 6
,
r = - 3

d) d(x)  =  3 x4 + 5 x3 - 5 x2 - 5 x + 2
,
r = 
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e) e(x)  =  6 x3 + 5 x2 + 3 x + 1
,
r = - 
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Ejercicio 10 : Sabiendo que el polinomio  p(x)  puede expresarse como  p(x) = a(x) . b(x)   , que  a(x)  representa una función lineal de pendiente 2 y raíz   x = -3  , y que  b(x)  representa una función cuadrática de coeficiente principal 1 que corta al eje  x  en     x = 2  y  x = 4   , hallar las raíces de  p(x).

Ejercicio 11 : El polinomio   p(x) = 2 x3 - 18 x2 + x - 9   es divisible por   q(x) =  2 x2 + 1   . Hallar la única raíz real de  p(x) .
Ejercicio 12 : Encontrar los valores de  a  tales que al dividir   x2 + 5 x - 2    por   x - a    el resto sea igual a   -8.
Ejercicio 13 : Expresar los siguientes polinomios como productos y hallar sus raíces reales.

a) a(x)  =  x4 - x
b) b(x)  =  2 x7 + 3 x6 - 5 x5 

c) c(x)  =  5 x3 - 10 x2 + 5 x - 10

d) d(x)  =  x2 - 6 x + 9

e) e(x)  =  - 2 x2 + 162

f) f(x)  =  x4 - 81

g) g(x)  =  4 x7 + 4 x 

h) h(x)  =  3 x2 - 15

i) i(x)  =  x4 + 12 x2 + 36

j) j(x)  =  2 x3 - 48 x2 + 288 x 
Ejercicio 14 : Se localizó un globo meteorológico a cierta altura. A partir de ese momento, su altura sobre el nivel del mar se puede describir, en forma aproximada, por la fórmula    h(x) = 8 + 
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 (x3 - 12 x2 + 47 x - 60)   ,  con  x  medido en días y  h  en miles de metros.
a) ¿A qué altura estaba el globo cuando fue localizado?.

b) ¿Alcanzó otra vez esa altura?.

c) Se sabe que al tercer día alcanzó una altura de 8000 metros. ¿Llegó en algún otro momento a esa misma altura?.

Ejercicio 15 : El desplazamiento lateral de una barra de choques,  t  segundos después del momento en que un vehículo la golpea, está dado por    f(t) = k t (t - 3)2
a) Hallar el valor de  k  sabiendo que dos segundos después del impacto, el desplazamiento lateral es de 40 cm.

b) Para ese valor de  k , hallar los ceros de  f(t).

Ejercicio 16 : El servicio meteorológico utilizó como modelo para la variación de la temperatura (en grados centígrados) durante cierto día, la siguiente fórmula      p(t) = 0,04 t (t - 12) (t - 24)    donde  t  está medido en horas, y   t = 0   corresponde a las 6 am. ¿A qué hora la temperatura fue de  0º  ?.
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